Glava 3

Teorija igara

Jedna od osnovnih primena LP je u teoriji igara. Teorija igara se odnosi na igre izmedu dva
igraca A i B, gde se dobici igraca A (gubici igraca B) prikazuju matricom.

3.1 Donja i gornja cena matri¢ne igre. Cista cena igre.

Ogranici¢emo se na igre u kojima ucestvuje dva igraca. Tok igre se odvija nizom hodova igraca.
Hod je izbor jedne od strategija u saglasnosti sa pravilima igre.

Strategija igraca je skup pravila koja odreduju izbor hoda igraca. Ako svaki igra¢ ima na
raspolaganju konacan broj strategija, igra se naziva kona¢nom.

Cilj teorije igara je da se analizira konfliktna situacija i odredi razumno ponasSanje igraca u
toku igre, tj. da se odrede optimalne strategije igraca. Optimalna strategija je takva strategija
koja pri viSestrukom ponavljanju igre obezbeduje igra¢u maksimalno moguci dobitak, odnosno,
minimalno moguéi gubitak. Priizboru optimalne strategije polazi se od ¢injenice da je protivnik
razuman i da ¢e uciniti sve da nas spreéi u ostvarenju cilja. Osnovni princip teorije igara je
sledeci: igrac bira svoje ponasanje tako da mu dobitak u igri bude maksimalan uz, za njega,
najnepovoljnije delovanje protivnika.

Neka igra¢ A ima na raspolaganju m strategija A, As,..., A, 1 igra¢ B - n strategija
By, By, ..., B,. Za svaki par strategija (A;, B;) oznacavamo dobitak igraca A sa a;; (a;; > 0
kada igra¢ A dobijaia;; < 0 kada igra¢ A gubi). Ove dobitke igra¢a A mozemo zapisati u obliku
matrice gde vrste odgovaraju strategijama igraca A a kolone strategijama igraca B. Ovakva
tabela naziva se matricom placanja ili matricom igre.

B, | By | ...| B, | Minimum vrsta «;
Ay ai; | @12 | ... | Qin ay
Ay Qg1 | Q22 | ... | G2p Qi
Am m1 | Gm2 | - - - | Qmn QO
Maks. kol. ﬁj ﬁl /62 c. ﬁn
Postavimo zadatak da za igra¢a A odredimo najbolju izmedu njegovih strategija A, Ao, ..., A,.

Birajuci A; igra¢ A mora da rac¢una na to da ¢e igra¢ B izabrati onda strategiju B, za koju
¢e dobitak igraca biti najmanji, tj. izabrace strategiju B; tako da a;; bude najmanje izmedu
dobitaka a;1, a2, ..., a;j, ..., ain. Ako minimalni dobitak u i-toj vrsti oznacimo sa «;, onda je

a; =mina;;, t=1,2,...,m
j
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Za svaku od strategija A;, i = 1,2,...,m uocavamo minimalne dobitke «; i upisujemo ih u
dodatnu kolonu na istoku matrice pla¢anja. Izbegavajuci svaki rizik, igra¢ A ¢e svakako dati
prednost onoj strategiji za koju je broj a; najveéi. Oznac¢imo tu vrednost sa a:

' = max (v = Max min a;;
7 7 i

Veli¢ina « se zove donja cena igre ili maksiminimalni dobitak. Strategija koja igracu A
obezbeduje ovaj dobitak naziva se maksiminimalna strategija. Ako se igra¢ A pridrzava mak-
siminimalne strategije, tada mu je, bez obzira na ponaSanje igraca B zagarantovan dobitak ne
manji od a.

Analogno rasudujemo o optimalnoj strategiji igrac¢a B. On je zainteresovan da dobitak
igraca A umanji. Zato on razmatrajuci sve svoje strategije uocava za svaku od njih koliki je
maksimalni dobitak igraca A. U dodatnoj vrsti, na jugu matrice pla¢anja, upisujemo maksi-
malne dobitke po kolonama

ﬁj:mzaxaij,jzl,Q,...n

i nalazimo njihovu najmanju vrednost

0= mjin Max a;;

Veli¢ina 3 se naziva gornjacenaigre ili minimaksni dobitak. Strategija igraca B koja igracu
A ne dopusta veci dobitak od ( naziva se minimaksna strategija. Drzeci se te strategije igrac
B moze biti siguran da nece igubiti vise od [5.

Princip prema kome igraci biraju svoje optimalne strategije naziva se u teoriji igara prin-
cipom minimaksa.

Primer 1. Nacdi optimalne strategije za igraca A i B ako je matri¢na igra tipa 3 x 3 data
matricom:

Bl Bg Bg
A 4] 6 | 8
Ay | 9 | 7| 8
A3 | 8 | 5 | 6

U ovom primeru a = 3 = 7. Matri¢ne igre kod kojih je donja cena igre jednaka gornjoj ceni
igre nazivaju se igre sa sedlastom tackom.
Zajednicka vrednost donje i gornje cene igre

a=0=v

naziva se Cista cena igre. Sedlastoj tacki odgovara par minimaksnih strategija koje Cine
optimalno reSenje igre.

Primer 2. Igra skrivanja. Igra¢ A se skriva na jednom od dva skrivalista. Ako igra¢ B
nade igraca na skrivalistu gde se ovaj sakrio, onda igra¢ A plati igracu B jedan dinar, a ako
igra¢ B potrazi igraca A tamo gde se ovaj nije sakrio, onda on placa igracu A jedan dinar.

3.2 ReSenje igre sa meSovitom strategijama

Pri koris¢enju mesovitih strategija pre svakog ponavljanja igre najpre se izvrsi slu¢ajan izbor
strategije Cime se obezbeduje pojava svake strategije sa nekom verovatnoé¢om i onda se koristi
ona strategija na koju je pao slucajan izbor.
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Ako igra¢ A ima na raspolaganju strategije Ay, Ao, ..., A,, aigra¢ B: By, Bsy,..., B, i ako
S& P1,D2, -+ Pms (P1 + P2+ ...+ pm = 1) oznacimo verovatnoce sa kojima igra¢ A bira svoje
strategije, a sa q1,q2, .-, qn(q1 + g2 + ... + ¢, = 1) - verovatnoce sa kojima igra¢ B bira svoje
strategije, onda mozemo re¢i da vektori

P:<p17p27"‘7pm) 1 Q:(QI>Q27~'aQn)

odreduju mesovite strategije igraca A i B. Ti vektori su zapravo, strategije igraca A i B.

Verovatnoca dogadaja da dobitak igraca A iznosi a;; iznosi p;q; jer su dogadaji da igra¢ A
izabere strategiju A; i da igrac¢ B izabere strategiju B; nezavisni. Na taj nacin, srednji dobitak
igraca A kada on koristi strategiju P, a igra¢ B strategiju () jednaka je

E(Pa Q) = Z a;;Piq;
i=1j=1

Resenje igre je par optimalnih strategija P* i Q* koje poseduju sledeéu osobinu: ako se jedan
od igraca pridrzava svoje optimalne strategije, tada drugom igrac¢u nije pogodno da odstupi od
svoje optimalne strategije.

Ako je v cena igre, P i () proizvoljne strategije igraca A i B, a P* i Q* njihove optimalne
strategije, onda je ispunjeno

E(P,Q") <v < E(P",Q) (3.1)

Leva nejednacina u (3.1) oznacava da ako drugi igra¢ primenjuje optimalnu strategiju Q*,
to bilo koju strategiju da izabere igra¢ A, njegov srednji dobitak ne moze da premasi v. Desna
nejednacina (3.1) oznacava da ako se prvi igra¢ pridrzava svoje optimalne strategije, njegov
ocekivani dobitak ne moze biti manji od v.

3.2.1 Matric¢na igra tipa 2x2

3.2.2 Graficko reSenje matri¢nih igara tipa 2 X n i m x 2
3.2.3 Matri¢na igra kao dualni nekanonic¢ni zadatak LP
3.3 Razni zadaci

1. Matri¢na igra je data matricom cene igre:

B, | B
A, (0402
A, [02]0,6

a) Naci gornju i donju vrednost matri¢ne igre.

b) Odrediti optimalne strategije i vrednost igre.

2. Regiti matri¢nu igru graficki:

A 10 |5
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3. Resiti matri¢nu igru graficki:

By | By
A |2 |3
Ay |7 |1
4. Resiti matri¢nu igru graficki:
Bi | By
A |4 |2
Ay |1 |3
5. Resiti matri¢nu igru:
By | By
A |10 | 4
Ay |5 | 7
Az | -5 | 13
6. Resiti matri¢nu igru:
By | By
A3 |0
Ay |2 |3
Az |0 |4
Ay |4 | -1

7. Odrediti cenu matri¢ne igre, kao i optimalne strategije za igraca A i B ako je matri¢na
igra data slede¢com matricom:

By | By | B
Ay 3 1 | 2
Ay | 2 | 5 | 4
As | 5 | 8 | 1

8. Naci vrednost igre i optimalne strategije igraca A i B u sledecoj igri: Svaki od igraca A i
B ima po dva nov¢ié¢a: jedan od jednog dinara i drugi od pet dinara. Svaki od njih bira
jedan novcic i obojica ih pokazuju istovremeno. Ako su novéidi isti, igra¢ A dobija toliko
od igraca B koliko iznosi zbir ta dva nov¢ica, a ako su nov¢iéi razli¢iti igra¢ B dobija od
igraca A pet dinara.
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. Odrediti cenu matri¢ne igre, kao i optimalne strategije za igraca A i B, primenom lin-

earnog programiranja, ako je matricna igra data slede¢om matricom:

B, | By | Bs
Al 7219
AT 2190
A; 19 [0 |11

Odrediti cenu matri¢ne igre, kao i optimalne strategije za igrac¢a A i B, primenom lin-
earnog programiranja, ako je matric¢na igra data slede¢om matricom:

By | By | Bs
A |1 3 0
Ay | 5 | -3 1
A | 3 [ -1 2




